
20  anales de mecánica y electricidad / mayo-junio 2012

El análisis de intervalos.  
Aplicaciones en la ingeniería

Carlos Maté Jiménez 

Profesor Propio de la ETSI (ICAI), de la Universidad 

Pontificia Comillas de Madrid, adscrito al Departamento 

de Organización Industrial y al Instituto de Investigación 

Tecnológica. Doctor en Ciencias Matemáticas y Diplo-

mado en Ciencias Económicas y Empresariales por la 

Universidad Complutense. Ha escrito varios libros sobre 

estadística y publicado diversos artículos sobre aplicacio-

nes de los métodos estadísticos en prestigiosas revistas 

internacionales y nacionales, tanto del ámbito industrial y 

de organización como del económico y financiero.  

Palabras claves: datos de 
intervalo, análisis de datos simbólicos 
(ADS), aritmética de intervalos, 
incertidumbre, análisis de errores.

Resumen: Aunque el análisis de 
intervalos (AI) tiene sus orígenes 
hace más de 2.200 años en el mundo 
griego de Arquímedes, es solo a 
partir de 1960 cuando se convierte 
en un foco activo de investigación 
y se produce un desarrollo 
impresionante en el área de los 
métodos y aplicaciones con los datos 
de intervalo. 
Este artículo realiza en primer lugar 
un recorrido por las diferentes 
aproximaciones al AI, incluyendo 
la más reciente del análisis de 
datos simbólicos (ADS), y muestra 
algunas aplicaciones en Ingeniería. 
Posteriormente presenta la aritmética 
con intervalos y aborda la cuestión 
clave de definir distancias entre 
intervalos. A continuación desarrolla 
los fundamentos de la Estadística 
Descriptiva con datos de intervalo. 
Por último, se concluye el trabajo con 
un énfasis especial en las aplicaciones 
actuales del AI, así como en las 
posibilidades que ofrece para algunos 
temas del futuro de la Ingeniería. 

Key words: interval-valued data, 
symbolic data analysis (SDA), in-
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Abstract: It is generally assumed 
that Interval Analysis (IA) had its origins 
2200 years ago in the classical world 
of Archimedes. However, it is only since 
1960 that it has become a focus of 
active research and since then there 
has been an impressive development in 
the field of methods and applications of 
interval data.
This article provides an overview of the 
different approaches to IA, including the 
most recent developments in symbolic 
data analysis (SDA), and describes 
some applications in Engineering. 
Subsequently, some key mathematical 
issues on intervals, such as arithmetic 
operations and distance, are discussed. 
In addition, a development of the fun-
damentals of Descriptive Statistics with 
interval data will be presented. Finally, 
this work will consider current applica-
tions of IA and exciting possibilities for 
the future of some Engineering subjects.
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Introducción 
El Análisis de Intervalos (AI), también 

llamado Análisis Intervalar, tiene sus 
orígenes en el mundo clásico, ya que 
se debe a Arquímedes la propuesta 
de un método para proporcionar una 
sucesión de intervalos que contenga 
al número π con suficiente precisión. 

Bajo la hipótesis de que las observa-
ciones y las estimaciones en el mundo 
real son incompletas para representar 
con exactitud los datos reales, Ramon 
Moore introdujo el AI, en el año 1959, 
como una herramienta para el control 
automático de los errores. De hecho, 
si se requiere usar una aproximación 
numérica a un problema matemático 
y se exige precisión, los datos se de-
ben representar por intervalos, ya que 
cualquier resultado calculado incorpo-
rará un error en la entrada, errores de 
redondeo durante el cálculo y errores 
de truncamiento. 

Veamos el ejemplo de la medición 
de la presión arterial en una per-
sona. Al tomar la presión arterial se 
conoce el resultado de la presión que 
ejerce la sangre contra las paredes de 
las arterias. El resultado de la lectura 
de la presión arterial se da en 2 cifras. 
La mayor de ellas es la sistólica. La me-
nor de ellas es la llamada diastólica y 
es el segundo número en la lectura. Un 
ejemplo de la lectura de la presión ar-
terial sería 130/70 (130 sobre 70), en 
la cual 130 es el número sistólico y 70 
es el número diastólico. Estos números 
deberían llevar asociado un error del 
instrumento de medida. Por ejemplo, 
si las medidas se realizan con un 5% de 
error, realmente la medición sistólica 
sería 130 ± 6.5, mientras que la medi-
ción diastólica sería 70 ± 3.5. 

Desde 1960, el AI ha sido un foco 
activo de investigación y hemos asis-
tido a un desarrollo impresionante 
en el área de los métodos y aplica-
ciones con los datos de intervalo (ver, 
por ejemplo, http://www.cs.utep.edu/
interval-comp/main.html, la web de 
la comunidad de cálculos con inter-
valos). Una revisión completa desde 
un punto de vista matemático y com-
putacional se puede ver en Alefeld y 
Mayer (2000).

Moore (1966) estableció las bases 
para el AI. Posteriormente Moore 

(1979) desarrolló un conjunto impor-
tante de técnicas que proporcionaban 
un completo y riguroso análisis del 
error en los resultados computacio-
nales. Recientemente, Moore et ál. 
(2009) han presentado una introduc-
ción actualizada al AI, incluyendo ejem-
plos con la herramienta de software 
INTLAB, una toolbox desarrollada 
en MATLAB. Según Maté (2011), esta 
obra resulta clave para cualquiera que 
quiera introducirse en este campo, 
aunque algunos temas importantes 
del AI se han tratado de forma breve.

Desde el punto de vista estadístico y 
de minería de datos, el AI se enmarca 
dentro del llamado Análisis de Datos 
Simbólicos (ADS). En el análisis clásico 
una variable en cada individuo o uni-
dad solo puede tomar un valor, ya sea 
categórico o numérico. En el ADS una 
variable en cada individuo o unidad 
puede ser algo no tan simple como 
un intervalo de números reales, en lo 
que se denomina variable valorada 
por intervalos. También puede tomar 
como valor un conjunto de categorías 
con sus pesos, una lista de categorías, 
un histograma o una distribución de 
probabilidad. Por tanto, se trata de un 
campo del conocimiento relacionado 
con el análisis multivariante, el recono-
cimiento de patrones y la inteligencia 
artificial, cuyos objetivos son introdu-
cir nuevos métodos de análisis de la 
información y extender las técnicas 
clásicas de análisis de datos a los lla-
mados datos simbólicos –véase Bock 
y Diday (2000), Billard y Diday (2003, 
2006) y Noirhomme-Fraiture y Brito 
(2011)–.

Volviendo al ejemplo de la pre-
sión arterial, si consideramos el dato 
[70,130], que es tal cual aparece en 
la realidad, es decir, no un único nú-
mero, estamos considerando un dato 
de intervalo o un dato de una variable 
valorada por intervalos. Los datos de 
intervalo son un caso particular de los 
llamados datos simbólicos. Para ver 
la evolución de la presión arterial de 
una persona en un periodo de tiempo 
realizaríamos n mediciones que darían 
lugar a n intervalos. Para poder ana-
lizar esta información necesitamos la 
aritmética de intervalos y evaluar la 
distancia entre intervalos.

Este artículo presenta un recorri-
do por las diferentes aproximaciones 
al AI, centrándose en las aplicacio-
nes en ingeniería. Posteriormente se 
abordan las cuestiones de la nota-
ción, aritmética, distancia entre inter-
valos y se proporcionan las medidas 
de estadística descriptiva para datos 
de intervalo. Por último, se concluye 
el trabajo con un énfasis especial en 
las aplicaciones actuales del AI, así 
como en las posibilidades que ofrece 
para algunos temas del futuro de la 
Ingeniería.

Intervalos en los errores e 
incertidumbre asociados a las 
medidas de ingeniería

Como es bien sabido, los aparatos 
de medición en ingeniería, como los 
sensores, nunca son absolutamente 
precisos. El valor x medido por un 
sensor es en general diferente del 
valor real (desconocido) x de la co-
rrespondiente cantidad física. Cuando 
se procesan datos de sensores es im-
portante tener en cuenta de forma 
adecuada los errores resultantes de 
las medidas .

El enfoque tradicional de la ciencia y 
la ingeniería para manejar los errores 
considera que conocemos la distri-
bución de probabilidad del error de 
una medida, suponiéndose en muchos 
casos que el error sigue una distribu-
ción gaussiana, como se muestra en la 
Figura 1. Por tanto, se pueden aplicar 
técnicas estadísticas estándares para 
manejar dicha incertidumbre. 

En muchas situaciones reales no co-
nocemos la distribución anterior, o bien 
no puede asegurarse que sea normal, 
y lo único que se conoce es una cota 
superior  sobre el error de medida: 

. Esta cota se llama incerti-
dumbre absoluta asociada a la me-
dida. En este caso, una vez que cono-
cemos el resultado de la medida x, la 
única información que tenemos sobre 
el valor real de x es que pertenece a 
un intervalo cuyo límite inferior (supe-
rior), notado por ( ), viene dado 
por  ( ). Es ha-
bitual entonces designar el valor real de 
x por el intervalo . La 
Figura 1 nos muestra como alternativa 
a la distribución gaussiana el plantea-
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miento del AI según el cual el error se 
encuentra dentro del intervalo [-1,1], 
ya que la incertidumbre absoluta es de 
una unidad.

El dato de intervalo en una medida 
se relaciona directamente con el con-
cepto de precisión. La precisión es la 
tolerancia de medida o de transmisión 
del instrumento y define los límites de 
los errores cometidos cuando el ins-
trumento se emplea en condiciones 
normales de servicio. Hay varias for-
mas para expresar la precisión de una 
medida que proporciona un intervalo. 
Veámoslo al medir una temperatura 
de 200 °C cuyo campo de medida es 
de 300 °C.

a) Directamente, en unidades de la 
variable medida. Ejemplo: precisión de 
± 1°C. Las medidas de temperatura 
mostrarían una distribución de los 
errores como la de la Figura 1.

b) Tanto por ciento de la lectura 
efectuada. Ejemplo: Precisión de ± 1 
% de 200 °C, es decir ± 2°C.

c) Tanto por ciento del valor máxi-
mo del campo de medida. Ejemplo: 
precisión de ±: 0,5% de 300 °C = ± 
1,5 °C.

La precisión varía en cada punto del 
campo de medida, si bien el fabrican-
te la especifica en todo el margen del 
instrumento indicando a veces su va-
lor en algunas zonas de la escala. Por 
ejemplo, un manómetro puede tener 
una precisión de ± 1% en toda la es-
cala y de ± 0,5% en la zona central.

La necesidad de operar medidas, 
calcular distancias entre medidas y 
calcular medidas estadísticas para 
varias medidas nos introduce en la 

aritmética de intervalos, el cálculo de 
distancias entre intervalos y el cálculo 
de medidas estadísticas para datos de 
intervalo. Todo ello se analiza en la se-
gunda parte del artículo.

Por tanto, podemos decir que el AI 
tiene sus raíces en los problemas re-
lacionados con los errores en las me-
didas. Desde un punto de vista formal 
y analítico estos problemas son estu-
diados por las disciplinas del Análisis 
Numérico y la Matemática Computa-
cional. 

Los profesores y el personal de los 
laboratorios de cualquier escuela de 
ingeniería conocen bien la importan-
cia del análisis de los errores en los 
diferentes tipos de medidas mecá-
nicas, eléctricas, etc., que se realizan 
en el mundo real. Sin embargo, solo 
recientemente se ha propuesto de 
forma muy completa explorar la apli-
cabilidad del AI en los laboratorios. 
Rothwell y Cloud (2012) presentan 
una técnica para el análisis automá-
tico de errores utilizando la mate-
mática de los intervalos. Concluyen, 
al desarrollar dos casos típicos de 
experimentos de laboratorio como 
medir la permitividad de placas base 
y medir la impedancia RF de cargas 
coaxiales, que la aproximación del 
AI proporciona estimaciones de los 
errores comparables a los clásicos 
métodos de propagación del error, 
pero con mucho menos esfuerzo. 
Es decir, que utilizar el AI en labo-
ratorios de medidas es mucho más 
sencillo que implantar las fórmulas 
de propagación del error, especial-
mente cuando las expresiones son 

complicadas o entran en juego varias 
variables.

Intervalos en el modelado de 
la incertidumbre en sistemas 
de ingeniería

Por lo general, cualquier sistema 
de ingeniería debe incorporar para 
cada variable incluida en el mismo la 
incertidumbre asociada a dicha varia-
ble. En este sentido, se han publicado 
recientemente algunos trabajos que 
modelan dicha incertidumbre a través 
de intervalos. 

Lei (2012) indica que las aplicacio-
nes del AI a la programación de la 
producción apenas han sido investiga-
das. Sobre esta base, propone un al-
goritmo genético basado en el AI que 
resulta ser eficiente y novedoso en el 
empleo de intervalos en el problema 
de programación de tareas. Argumen-
ta a favor del AI que tiene un bajo cos-
te para modelar la incertidumbre.

Mousavi et ál. (2011) analizan la im-
portante cuestión de la evaluación del 
riesgo en grandes proyectos de inge-
niería. Como parte de la metodología 
desarrollada, para cada riesgo impor-
tante incluyen el cálculo de la puntua-
ción del intervalo de riesgo –interval 
risk score (IRS)– como producto de 
la probabilidad de que ocurra dicho 
riesgo, expresada en intervalo, por el 
criterio de impacto, también expre-
sado en intervalo. Es decir, el sistema 
propuesto por Mousavi et al. (2011) 
modela la incertidumbre mediante 
intervalos empleando el producto de 
intervalos (véase en la página 25 la de-
finición correspondiente).

Qiu et ál. (2009) proponen modelar 
los parámetros de incertidumbre de 
sistemas de vibración no lineales me-
diante intervalos, a efectos de analizar 
la respuesta dinámica de dichos siste-
mas. Nuevamente nos encontramos 
ante un trabajo donde se sustituye la 
distribución de probabilidad sobre pa-
rámetros por el rango de los mismos, 
obteniéndose soluciones factibles y de 
menor complejidad que las aproxima-
ciones clásicas.

Un campo donde se ve cada vez 
más necesario el uso del AI es en ro-
bótica, ya que las operaciones de un 
robot son siempre por definición con 

Figura 1. Distribución gaussiana de los errores frente a dato de intervalo
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incertidumbre. Por ejemplo, el robot 
de soldadura de la Figura 2 –tomando 
de Xiao et ál. (2012)– realiza un con-
junto de operaciones y en cada una 
de ellas el valor de la variable consi-
derada viene acompañado de una in-
certidumbre. Por ejemplo, un giro no 
es un ángulo exacto sino que será un 
intervalo de ángulos.

Merlet (2010) presenta el uso del 
AI en la resolución de los problemas 
cinemáticos de los robots paralelos 
y en el análisis del espacio de traba-
jo y la planificación del movimiento. 
Además, indica la viabilidad y eficien-
cia del AI en el diseño óptimo de ro-
bots y en el análisis del desempeño 
de los mismos frente a aproximacio-
nes clásicas. 

Intervalos en la borrosidad  
de la realidad

La lógica borrosa (fuzzy logic) fue 
propuesta por el profesor Zadeh 
en 1964 para dar respuesta a los 
problemas asociados con la lógica 
de los sistemas que hasta ese mo-
mento era la lógica clásica. Según 
Zadeh (1965), al programar el fun-
cionamiento de un aparato de aire 
acondicionado según la lógica clási-
ca es necesario dar una regla para 
cada temperatura. Sin embargo, él 

planteó una lógica que permitiera 
programar el funcionamiento de di-
cho aparato con sentencias del tipo 
“trabaja un poco más rápido cuando 
percibas un ambiente más caluroso”. 
Esta aproximación borrosa (¿qué se 
entiende exactamente con “un poco 
más rápido”?) o con cierta vaguedad 
(¿qué se entiende exactamente por 
“un ambiente más caluroso”?) a la 
realidad dio lugar a los conjuntos y 
sistemas borrosos. 

La Figura 3 muestra la diferencia 
entre la lógica clásica y la lógica bo-
rrosa. En la lógica clásica el conjunto 
A corresponde a todos los puntos 
de un intervalo que tienen la misma 
densidad de probabilidad de apare-
cer. Es decir, cualquier subintervalo de 
amplitud una milésima tiene la misma 
probabilidad de ser el resultado de 
nuestra medición. En la lógica borro-
sa el conjunto A corresponde a todos 
los puntos de un intervalo que tienen 
diferente posibilidad de aparecer. Es 
decir, la posibilidad que tiene cada va-
lor de medición dentro del intervalo 
A aumenta a medida que nos acerca-
mos al punto medio de dicho inter-
valo. Razonamientos análogos pueden 
hacerse para el complementario o 
contrario,  , la intersección de A con 
su complementario o la unión de A 
con su contrario.

La conexión entre la teoría de los 
conjuntos borrosos y el AI tiene una 
larga historia y se propuso por prime-
ra vez en los años setenta del siglo XX. 
Para más detalles de esta conexión y 
líneas actuales de investigación véase 
Maté (2011).

Intervalos en el análisis 
temporal de la realidad

Un campo donde se han realizado 
avances muy importantes en los úl-
timos años es el del análisis de una 
información temporal en forma de 

Figura 2. Robot de soldadura con operaciones sujetas a mediciones en intervalos 
debido al error asociado a cada mecanismo

Figura 3. Lógica clásica versus lógica borrosa
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intervalo. Ello da lugar a las llamadas 
series temporales de intervalos (STI) 
–interval time series (ITS) en inglés–. 
Como consecuencia de la aparición 
de este concepto surge la necesidad 
de analizar estas series y de proponer 
métodos de predicción para las mis-
mas –véase Muñoz-San-Roque et ál. 
(2007), Arroyo y Maté (2009), Arroyo 
et ál. (2011a, 2011b)–.

Por ejemplo, García-Ascanio y Maté 
(2010) analizan la evolución de la de-
manda mensual de energía eléctrica 
en Mwh en cada hora del día, duran-
te el año 2000. La Figura 3 del citado 
artículo, que reproducimos aquí como 
figura 4, muestra la evolución del in-
tervalo de demanda mínima y deman-
da máxima en la hora 1 del día a lo 
largo de los diferentes meses del año 
2000. Dichos intervalos quedan reco-
gidos en la Tabla 1. 

Dichos autores concluyen que los 
métodos de predicción de STI cons-
tituyen una herramienta a considerar 
para los sistemas de planificación de 
la energía. Su potencial uso conduci-
rá a una reducción del riesgo en las 

decisiones de operación de dichos 
sistemas.

Algunas consideraciones 
sobre la notación para datos 
de intervalo

Las cuestiones de la notación y la 
terminología son siempre críticas en la 
comprensión y difusión de la ciencia.

En el caso del AI y del ADS podemos 
encontrar diferentes formas de notar 
los intervalos y el conjunto de interva-
los, según el campo en el que nos mo-
vamos, aunque todas ellas coinciden en 
que un intervalo se considera cerrado, 
incluyendo como parte del mismo sus 
límites inferior y superior. 

Si consultamos documentos proce-
dentes del campo de la matemática 
de los intervalos y algunos del ADS 
como Noirhomme-Fraiture y Brito 
(2011), es habitual que los intervalos 
se noten con letras mayúsculas, aun-
que no hay unanimidad. Por ejemplo, 
Neumaier (1990) y Han et ál. (2008) 
utilizan letras minúsculas. 

Si consultamos documentos pro-
cedentes de algunos grupos que in-

vestigan el análisis de las STI, o del 
ámbito de la ingeniería, los intervalos 
se representan con minúsculas entre 
corchetes. 

La notación con letras mayúsculas 
tiene en mi opinión varios inconve-
nientes. Entre otros tendríamos la 
confusión con la notación de conjun-
tos y la confusión con la notación que 
en estadística se asigna a las variables 
aleatorias. La notación con letras mi-
núsculas también tiene varios inconve-
nientes como la confusión con la no-
tación de los propios números reales 
y la confusión con la notación lógica 
de los valores reales que hay dentro 
de un intervalo.

Otra cuestión a considerar es la no-
tación de los extremos o límites de un 
intervalo. A veces, es habitual hacerlo 
con una barra inferior para el límite 
inferior y una barra superior para el 
límite superior. Por ejemplo, un inter-
valo que analizara el comportamien-
to de una magnitud en enero sería 
notado  o bien . 
Esta notación es peligrosa porque la 
barra superior encima de una letra 
representa en estadística el concepto 
de media, de manera que  podría 
hacer referencia al límite superior del 
intervalo E, o bien a la media muestral 
de la variable aleatoria E.

Para evitar el mayor número de 
controversias, notaremos los inter-
valos entre corchetes con letras 
minúsculas. Un elemento cualquiera 
del intervalo será notado por la letra 
sin corchetes. Los límites superior e 
inferior serán notados por la letra 
sin corchete con el subíndice L para 
inferior (de Lower) y el subíndice U 
para superior (de Upper). 

Una representación o parametriza-
ción del intervalo  es la que considera 
su límite superior  e inferior  . Es decir, 

 

Figura 4. Serie temporal de intervalo (ITS). Tomada de García-Ascanio y Maté (2010)

Tabla 1. Datos de la Figura 4

Mes ENE FEB MAR ABR MAY JUN JUL AGO SEP OCT NOV DIC

Dda. mínima 20238 19920 19137 17679 17582 18000 1 94 18198 18909 18141 19342 19523

Dda. máxima 26091 24219 23513 23491 21373 23445 23609 22008 22842 21768 24956 26302
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como la distancia Hausdorff-Euclidiana y 
como la distancia de Manhattan, calcu-
lándose como la suma de la distancia 
euclídea entre centros con la distan-
cia euclídea entre radios y se notará 

. Es decir, 
   (1)

Esta distancia no es muy adecuada, 
como vemos a continuación en el si-
guiente ejemplo. Sean los intervalos 

 y por otro 
lado  . Enton-
ces . Ob-
viamente, parece que los primeros 
están más próximos entre sí que los 
segundos y esta distancia no informa-
ría sobre ello.

Se demuestra que 

(2)

La llamada distancia basada en el 
núcleo, utilizada en diferentes trabajos 
prácticos –Arroyo (2008), Arroyo et 
ál. (2011),…–, viene definida como

(3)
Con el objetivo de ponderar la dis-

tancia euclídea al cuadrado entre los 
radios de los intervalos, se ha pro-
puesto extenderla incorporando un 
parámetro ϴ. Es decir, 

	 (4)
Según Sinova et ál. (2012), se trata 

de una métrica del tipo  sobre  
de manera que  es un es-
pacio métrico separable. Además, esta 
métrica posee buenas propiedades  

y a esta caracterización nos referiremos 
como (L, U). 

Otra representación del intervalo  
considera su centro  y su radio . Es 
decir,   donde  
y  A esta 
segunda parametrización nos referire-
mos como . La anchura es definida 
por .

Las dos representaciones anteriores 
para intervalos reales son las elegidas 
habitualmente para el tratamiento de 
los datos de intervalo. Obviamente, se 
podría utilizar cualquier otro par de 
puntos que permita calcular los ex-
tremos del intervalo, como el límite 
superior y el radio, o el centro y el 
límite inferior.

La parametrización (L, U) no es fá-
cil de emplear cuando se persigue un 
análisis estadístico, debido a la restric-
ción de orden que conlleva. Por tanto, 
será recomendable emplear la carac-
terización , ya que solo exige una 
restricción de no negatividad sobre el 
segundo valor. 

El conjunto de todos los intervalos 
de la recta real ha sido representado de 
varias formas. Una de ellas es , otra 

. 

La aritmética de intervalos
Sea  la forma de notar una de las 

operaciones básicas “suma”, “diferencia”, 
“producto” y “división”, para números 
reales, i.e., . Entonces defi-
nimos las correspondientes operaciones 
para intervalos 
por  don-
de suponemos que   en el caso 
de la división.

Se puede demostrar que el con-
junto  de los intervalos compac-
tos reales es cerrado con respecto a 
estas operaciones. Además, se verifi-
ca que es posible expresar las citadas 
operaciones utilizando los extremos 
de los intervalos, según se indica en 
la Tabla 2.  

Estas operaciones se aplican cuan-
do uno de los intervalos es un único 
número y son críticas en algunas de las 
aplicaciones descritas en los epígrafes 
anteriores. Por ejemplo, se utilizarán en 
el análisis de la propagación de errores 
ya que muchas medidas son producto 
o cociente de otras medidas. 

El gran inconveniente de la aritmé-
tica de intervalos es que la diferencia 
entre un intervalo consigo mismo de-
pende de la anchura del intervalo. Es 
decir, aplicando la definición anterior 
de diferencia resulta que

En términos matemáticos, el espacio 
 no es lineal, sino semilineal, 

debido a la ausencia de un elemento 
simétrico con respecto a la suma. 

Para un compendio detallado de 
muchas operaciones aritméticas con 
intervalos véase Neumaier (1990). 

Distancias entre intervalos
Uno de los problemas más impor-

tantes en cualquier espacio matemá-
tico es el de la distancia entre dos de 
sus elementos. Introducida una mé-
trica, queda establecida la correspon-
diente topología y es posible abordar 
la gran mayoría de los problemas 
prácticos que surjan en dicho espacio. 
En estadística y minería de datos algu-
nos problemas prácticos muy impor-
tantes son la formación de conglome-
rados, la reducción de las dimensiones 
del problema y el análisis de la regre-
sión. Todos ellos se pueden plantear si 
tenemos previamente establecida una 
métrica con buenas propiedades.

La cuantificación de la distancia entre 
intervalos ha sido un problema que ha 
tenido distintos enfoques en los últimos 
años. En este sentido, consideremos dos 
intervalos .

Una de las primeras distancias se 
debe a Hausdorff y también es conocida 

Tabla 2. Operaciones entre 2 intervalos

Operaciones entre dos intervalos Intervalo resultante

Suma

Diferencia

Producto

Inverso

Cociente
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operacionales y generaliza otras dis-
tancias bien conocidas entre interva-
los (para ϴ = 1 aparece la distancia 
del núcleo, mientras que para ϴ = 0 
se anulan los radios). El parámetro ϴ, 
por tanto, nos permite elegir la im-
portancia relativa que se dará según la 
distancia euclídea a la distancia entre 
los radios. En concreto,  se emplea 
a menudo en las aplicaciones, ya que 
corresponde a la llamada métrica de 
Bertoluzza.

Se verifica que cualquiera de las dis-
tancias anteriores satisface las conoci-
das propiedades de una métrica. 

En términos matemáticos, el espa-
cio  es un espacio métrico.

Medidas de estadística 
descriptiva con datos de 
intervalo

Consideremos una variable valo-
rada por intervalos, [X], de la que se 
han tomado n datos.  

 
Por ejemplo, si consideramos los 

datos de la tabla 1 para ilustrar las 
medidas que vamos a definir, en-
tonces n es 12. Se han seguido fun-
damentalmente dos líneas de de-
sarrollo: estadísticos univariantes y 
estadísticos bivariantes.

A. Medidas estadísticas clásicas 
univariantes.

Desarrolladas por Billard y Diday (2003, 
2006) deducen que la media muestral, ini-
cialmente notada por , lo que puede 
llevar a confusión con la variable aleato-
ria media muestral, por lo que nosotros 
la notaremos por , indicando que es el 
valor medio que se asigna a una mues-
tra de n intervalos para diferenciarlo de 

, notación habitual del promedio de n 
datos clásicos, vendrá dada por	

 
       (5)

Es decir, la media de un conjunto 
de intervalos es la media de sus cen-
tros. Obsérvese que si los intervalos 
fuesen números reales únicos, apare-
ce la conocida media aritmética de n 
números. Para los datos de la Tabla 1 
resulta que

 

La varianza muestral, que aunque 
inicialmente se notó por , lo que 
puede llevar a confusión con la varia-
ble aleatoria varianza muestral, noso-
tros notaremos por , indicando que 
es el valor de varianza que se asigna a 
una muestra de n intervalos para dife-
renciarlo de , notación habitual de la 
varianza muestral de n datos clásicos, 
vendrá dada por

       

(6)

Obsérvese que si los intervalos 
fuesen n números reales únicos (crisp 
data, en inglés), aparece la conocida 
expresión de la varianza como dife-
rencia entre la media de los cuadra-
dos y el cuadrado de la media. Para los 
datos de la Tabla 1 resulta que

La raíz cuadrada será 
.

B. Medidas estadísticas en forma 
de intervalo.

Han et ál. (2008) proponen el inter-
valo medio cuya notación y expresión 
de cálculo se dan a continuación

Es decir, según este planteamiento 
la media de un conjunto de interva-
los es otro intervalo cuyos atributos 
resultan promediándose los atributos 
de los intervalos considerados. Para 
los datos de la Tabla 1 resulta que

C. Estadística descriptiva bidimen-
sional con datos de intervalo.

Sean dos variables valoradas por in-
tervalos, [X] e [Y], de la que se han 
tomado n datos 

 (9)

.
    

Para calcular la covarianza, después 
de diferentes aproximaciones por va-
rios autores, Billard (2008) concluyó 
que, si calculamos el promedio de 
cada variable de intervalo, es decir, la 
media de los intervalos [X] e [Y] que 
serán 

 

la covarianza vendrá dada por	

   
(10)

Si los intervalos son escalares (i.e., 

 ), 
aparece la conocida fórmula para la 
covarianza con datos clásicos. Es decir,

 

Definida la covarianza es posible 
establecer un coeficiente de corre-
lación para datos de intervalo como 
extensión de la conocida fórmula 
para datos clásicos. Llamemos  
a la expresión (6) para los datos de 
intervalo de [X] y  a la expresión 
(6) para los datos de intervalo de 
[Y]. Entonces 

               			 

	 	 (11)

De esta manera, todas las conside-
raciones propias del análisis e inter-
pretación del coeficiente de correla-
ción lineal de Pearson son aplicables 
a este coeficiente para datos de in-
tervalo.

Conclusiones
Este artículo ha mostrado aproxi-

maciones del AI a la ingeniería que in-
cluyen los errores y la incertidumbre 
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en las medidas, la incertidumbre en los 
sistemas de ingeniería, la borrosidad 
en dichos sistemas y el análisis tempo-
ral de la realidad. En varias de ellas los  

autores concluyen que el AI propor-
ciona soluciones factibles y de menor 
complejidad que las aproximaciones 
clásicas basadas en distribuciones.

Por otro lado, se han abordado los 
problemas de la notación, las opera-
ciones aritméticas y la distancia entre 
intervalos. Además, se han incluido las 
medidas de estadística descriptiva uni-
dimensional y bidimensional para da-
tos de intervalo, las cuales generalizan 
las conocidas para datos clásicos.

De la misma forma que se han cons-
tatado importantes avances en robó-
tica mediante el uso del AI, es de es-
perar que algunas áreas críticas en la 
evolución de la ingeniería del siglo XXI, 
como la nanotecnología, las redes in-
teligentes o la telemática, se beneficien 
de un enfoque basado en el AI.

Mención aparte merecen las ciuda-
des inteligentes (smart cities) donde 
la aproximación del AI permitirá a los 
ciudadanos manejar la información en 
rangos, lo que reducirá la incertidum-
bre en la toma de decisiones y me-
jorará la eficiencia de los sistemas al 
controlar mejor el riesgo.  ❚


